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概要

1957年, Arbeistagung という研究学会において, Grothendieck は Riemann-Roch の定理を拡張する

主張を発表した. その定式化には「代数多様体上の連接層 (coherent sheaf)がなすK 群」という革新的な

アイデアが用いられた. これがK 理論 (K-theory)の起源と云われている.

1959年, Atiyah-Hirzebruch は Grothendieck の定義を模倣して「位相空間上の複素ベクトル束がなす

K 群」について研究を始めた. Bott 周期性定理を用いることで, 位相空間の K 群が Eilenberg-Steenrod

公理系のうち最後の公理以外を全て満たすことが証明された. その応用として, 当時の大問題であった

Hopf 不変量が 1となる次元の決定問題に対する簡明な解答が得られ, K 理論は大きな注目を集める.

一方で 1961 年, 可微分多様体がなす同境環 (cobordism ring) の研究において特に重要であった

Thom 複体を用いることで, Eilenberg-Steenrod 公理系のうち最後の公理を外した体系, ボルディズム群

(bordism group) が Atiyah によって定義された. このような背景のもと, K 理論や同境理論に触発され

一般コホモロジー論 (generalized cohomology theory)の研究が本格的に始まった. その後, 数々の数学者

によってスペクトラム (spectrum)などの概念が整備されていき, 今や一般コホモロジー論はホモトピー論

(homotopy theory)と表裏一体の関係にある, 代数的位相幾何学の重要な分野となった.

本稿では, Atiyah-Hirzebruch による位相空間の K 理論の基礎と応用の解説を行う. 理論の見通しを良

くするために, K 理論を一般コホモロジー論の視点から理解できるような構成にした. 最後に応用として,

Hopf 不変量が 1となる次元の決定を行う.
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1 Preliminaries

1.1 Notations

定義 1.1 それぞれの圏を次のように表す.

• Top : 位相空間と連続写像がなす圏.

• Top2 : 位相空間対と対を保つ連続写像がなす圏.

• Top0 : 基点付き位相空間と基点を保つ連続写像がなす圏.

• C W , C W 2, C W 0 : 対象が CW 複体であるような充満部分圏.

• F , F 2, F0 : 対象が有限 CW 複体であるような充満部分圏.

• Ab / Ring / Rig : 可換群 / 環 / 半環*1と準同型写像がなす圏.

位相空間に対する種々の操作を導入しておく.

定義 1.2 位相空間対 (X,A)に対して, 基点付き位相空間 X/Aを

x ∼ x′ ⇔ x, x′ ∈ A

で生成されるようなX 上の同値関係による商空間とおく. ここで, X/Aの基点は A/Aとする. A = ∅のとき,

X+ := X/∅は基点のみからなる空間を直和した空間とする.

定義 1.3 (ウェッジ積, スマッシュ積, 錐, 懸垂) 基点付き位相空間 X, Y の基点をそれぞれ x0, y0 とする.

また, f : X → Y は基点を保つ連続写像とする. それぞれの空間を次のように表す. ここで, 単位閉区間

I := [0, 1]の基点は 0, 単位球面 Sn の基点は (1, 0, . . . , 0) とする.

• ウェッジ積 (wedge product) X ∨ Y := (X × y0) ∪ (x0 × Y ).

• スマッシュ積 (smash product) X ∧ Y := (X × Y )/(X ∨ Y ).

• 縮約錐 (reduced cone) CX := X ∧ I.
• 縮約写像錐 (reduced mapping cone) Cf := CX ∪f Y .

• 縮約懸垂 (reduced suspension) S(X) := X ∧ S1.

例 1.4 スマッシュ積は結合的かつ可換な操作である. また, 自然な同相 Sm ∧ Sn = Sm+n が成り立つ.

定義 1.5 それぞれの函手を次のように表す.

• ρ : Top2 → Top2: ρ((X,A)) := (A, ∅), ρ(f : (X,A) → (Y,B)) := f |A.
• S : Top0 → Top0 : S(f : X → Y ) := f ∧ id : S(X) → S(Y ).

• π : Top2 → Top0: π((X,A)) := X/A.

• i : Top0 → Top2: i(X) := (X,x0).

• j : Top → Top2: j(X) := (X, ∅).

定義 1.6 (可縮) 位相空間が一点を変位レトラクトに持つとき, その位相空間は可縮であるという

*1 環の公理から加法逆元の存在を除いたものを満たす.
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1.2 Vector Bundles

ここでは, ベクトル束に関する基本的事項を確認する. 以下, 係数体 Fは R, C, Hのいずれかとする.

定義 1.7 (ベクトル束) 位相空間 E, B と連続写像 π : E → B の組 ξ = (E, π,B)で次の条件を満たすものを

Fベクトル束 (vector bundle) という.

(1) 各点 b ∈ B に対してファイバー (fiber) Eb := π−1(b)に Fベクトル空間の構造が与えられている.

(2) (局所自明性) 各点 b ∈ B に対してその開近傍 U ⊂ B と整数 n ≥ 0と同相写像

φ : π−1(U)
∼=→ U × Fn

が存在して, 次の条件を満たす.

（a）p1 を第一成分への射影とすると, p1 ◦ φ = π が成り立つ.

（b）各ファイバー上に制限すると, φは Fベクトル空間の同型写像となる.

上において, E を全空間 (total space), B を底空間 (base space), π を射影 (projection)という. また, 連続

写像 s : B → E であって π ◦ s = idとなるものを ξ = (E, π,B)の切断 (section)といい, 以降, ξ の切断全体

がなす C0(B)加群を Γ(ξ)とおく.

ベクトル束の間の射について定義を確認しておく.

定義 1.8 (準同型写像) ベクトル束 ξ = (E, π,B), η = (E′, π′, B)に対して, 連続写像 φ : E → E′ が次を満

たすとき, φを準同型写像 (homomorphism)という.

(1) π′ ◦ φ = π.

(2) 各ファイバー上に制限すると, φは線型写像となる.

準同型写像 φ : E → E′ が全単射であって, かつ φ−1 : E′ → E が連続写像となるとき, φ は同型写像

(isomorphism)であるといい, そのような φが存在するとき, 二つのベクトル束 ξ, η は同型であるという.

ベクトル束の具体例をいくつか挙げる.

例 1.9 (自明束) 位相空間 B に対して, εn := (B × Fn, p1, B) は F ベクトル束となる. εn を B 上の自明束

(trivial bundle)という.

例 1.10 (接束) 可微分多様体M に対して, x ∈ M とその接空間の元 v ∈ TxM の組 (x, v)の全体を TM と

おくと, TM は自然に可微分多様体となる. π(x, v) := xとおくと, τM := (TM, π,M)はベクトル束となる.

τM をM の接束 (tangent bundle)という.

例 1.11 (普遍束) Grassmann 多様体 Gn(Fn+k) とは線型空間 Fn+k の n 次元線型部分空間全体のことで

あった. E = E(γn(Fn+k))を

E := {(X, v) ∈ Gn(Fn+k)× Fn+k | v ∈ X}

とおき, π : E → Gn(Fn+k)を π(L, v) := Lとおくと, γn(Fn+k) := (E, π,Gn(Fn+k))はベクトル束となる.

γn(Fn+k)を普遍束 (universal bundle)という.
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次に, ベクトル束に関する種々の構成方法を定義しておく.

定義 1.12 (引き戻し, 制限) ベクトル束 ξ = (E, π,B)と連続写像 f : X → B に対して, E(f∗ξ)を

E(f∗ξ) := {(x, v) ∈ X × E | f(x) = π(v)}

とおき, π∗ : E(f∗ξ) → X を π∗(x, v) = xとおくと, f∗ξ := (E(f∗ξ), π∗, X)はベクトル束となる. このベク

トル束 f∗ξ を f による引き戻し (pull-back)という. 特に, ベクトル束 ξ = (E, π,B)と部分空間 A ⊂ B に対

して, 包含写像 i : A→ B による引き戻し ξ|A := i∗ξ を Aへの制限 (restriction)という.

定義 1.13 有限次元ベクトル空間とその間の線型同型写像がなす圏を C とおく. 函手 T : C × · · · × C → C

であって, 任意の Vi, Wj ∈ C (i, j = 1, . . . , n)に対して,

T : Hom(V1,W1)× · · · ×Hom(Vn,Wn) → Hom(T (V1, . . . , Vn), T (W1, . . . ,Wn))

が連続となるものを考える. 底空間が B であるベクトル束 ξ1, . . . , ξn に対して, E = E(T (ξ1, . . . , ξn)) を

Fb = T (Fb(ξ1), . . . , Fb(ξn))の非交和とすると, T (ξ1, . . . , ξn) = (E, π,B)はファイバーが Fb となるようなベ

クトル束となる.

つまり, ベクトル空間に対する種々の操作がベクトル束に対しても同様に定義される. 例えば, ベクトル束の

直和 ξ1 ⊕ ξ2, テンソル積 ξ1 ⊗ ξ2, 外積 ξ1 ∧ ξ2, 双対 ξ∗ などが定義される.

定義 1.14 (VectF 函手) 位相空間B上の Fベクトル束の同型類全体をVectF(B)とおくと,これは直和とテン

ソル積に関して半環の公理を満たす. また,連続写像 f : A→ Bに対して引き戻し f∗ : VectF(B) → VectF(A)

は半環準同型である. 以上より, 函手 VectF : (Top)op → Rigが得られた.

定義 1.15 (部分束) ベクトル束 ξ = (E, π,B)と部分空間 F ⊂ E に対して, η = (F, π,B)がベクトル束とな

るとき, η を ξ の部分束 (sub bundle)という.

部分束が与えられると, それによる商束 (quotient bundle)を考えることができる.

定義 1.16 (商束) ベクトル束 ξ = (E, π,B), およびその部分束 η = (F, π,B)に対して, E(ξ/η)を Eb/Fb の

非交和とする. 自然な射影 E → E(ξ/η)によって商位相を導入すると, ξ/η = (E(ξ/η), π, B)はベクトル束と

なる. ξ/η を ξ の η による商束という.

次の命題は基本的である ([4]).

命題 1.17 ベクトル束 ξ = (E, π,B), η = (E′, π′, B) 間の準同型写像 φ : E → E′ に対して, B 上の関数

dimKerφb が局所定数となるとき, Kerφと Imφはそれぞれ部分束となる.

パラコンパクト Hausdorff 空間上のベクトル束に関して種々の確認をしておく.

補題 1.18 パラコンパクト Hausdorff 空間 B 上のベクトル束 ξ = (E, π,B)と閉部分空間 A ⊂ B に対して,

A上の切断は常に B 上の切断への拡張を持つ.

証明 切断 s : A → E|A が任意に与えられたとする. ベクトル束 ξ の自明化被覆の一つを {Uλ}λ∈Λ とする.

ベクトル値関数 s|A∩Uλ
は Tietze の拡張定理より B 上への拡張を持つ. これらを一の分割で貼り合せて切断

sの拡張を得る. ■
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補題 1.19 パラコンパクト Hausdorff 空間 B 上のベクトル束 ξ = (E, π,B), η = (E′, π′, B), および閉部分

空間 A ⊂ B に対して, A上の同型写像 E|A
∼=→ E′|A は常に Aの開近傍上へ同型写像のまま拡張できる.

証明 閉部分空間 A上の切断 A → Hom(E,E′)|A を B 上へ拡張する (補題 1.18). その拡張で同型写像全体

Iso(E,E′)を引き戻したものが欲しかった開近傍となる. ■

補題 1.20 (ホモトピー不変性) パラコンパクト Hausdorff 空間 X とベクトル束 ξ = (E, π,B) に対して,

ft : X → B (0 ≤ t ≤ 1)をホモトピーとすると同型 f∗0 ξ
∼= f∗1 ξ が成り立つ.

証明 f : X × [0, 1] → B をホモトピーとし, p1 : X × [0, 1] → X を第一成分への射影とする. 各 t ∈ [0, 1]に

対して自然な同型写像 f∗ξ|X×t

∼=→ p∗1f
∗
t ξ|X×t があるので, 補題 1.19より各 t ∈ [0, 1]のある開近傍で f∗t ξ の

同型類は一定である. よって, [0,1]の連結性より同型 f∗0 ξ
∼= f∗1 ξ を得る. ■

定義 1.21 パラコンパクト Hausdorff 空間 B 上のベクトル束 ξ = (E, π,B)と閉部分空間 A ⊂ B に対して,

α : E|A
∼=→ A × Fn を A上の自明化とする. このとき, Aを一点に同一視して得られる空間 B/A上のベクト

ル束 ξ/αを次で定める. 全空間 E/αを, e, e′ ∈ E|A に対して

e ∼ e′ ⇔ p2(α(e)) = p2(α(e
′))

で生成された E 上の同値関係による商空間とおく. ここで, p2 : A× Fn → Fn は第二成分への射影である. こ

れがベクトル束となることは補題 1.19から従う. また, ξ/α の同型類が α のホモトピーで不変であることが

ホモトピー不変性より従う.

補題 1.22 F = C,Hとする. パラコンパクト Hausdorff 空間 B の閉部分空間 A ⊂ B が可縮ならば, 商写像

B → B/Aは全単射 VectF(B/A)
∼=→ VectF(B)を誘導する.

証明 ベクトル束 ξ = (E, π,B)を任意にとる. ξ|A は自明束と同型なので, 自明化 α : E|A
∼=→ A× Fn が存在

する. ここで, 別の自明化 α′ : E|A
∼=→ A × Fn をとると, α′ ◦ α−1 : A × Fn

∼=→ A × Fn は, A が可縮であり

GL(n,F) が連結であることから, 恒等写像とホモトピックである. よって, α と α′ はホモトピックなので,

ξ/αが自明化に依存せずに一意的に定まる. 以上より, VectF(B/A) → VectF(B)の逆写像が構成できた. ■

定義 1.23 (貼り合せ構成) パラコンパクト Hausdorff 空間 B の被覆 {B1, B2} に対して, A := B1 ∩ B2 が

B の閉集合であるとする. 二つのベクトル束 ξi = (Ei, πi, Bi) (i = 1, 2)および同型写像 α : E1|A
∼=→ E2|A に

対して, E := E1 ∪α E2, π := π1 ∪ π2 : E → B とおけば, 補題 1.19よりベクトル束 ξ1 ∪α ξ2 := (E, π,B)が

得られる. このベクトル束を ξ1 と ξ2 の αによる貼り合せ構成 (clutching construction)という. ξ1 ∪α ξ2 の

同型類が αのホモトピーで不変であることがホモトピー不変性より従う.

定理 1.24 F = C,Hとする. パラコンパクト Hausdorff 空間 X に対して, 全単射

VectF(S(X)) ∼= lim−→
n

[X,GL(n,F)]

が成り立つ. ここで, 右辺は連続写像のホモトピー類の帰納極限を表す.

証明 二枚の被覆 {C0(X), C1(X)}はそれぞれ可縮なので, 貼り合せ構成は [X,GL(n,F)]で決定される. ■
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定義 1.25 (豊富) ベクトル束 ξ = (E, π,B) の切断全体 Γ(ξ) の線型部分空間 V ⊂ Γ(ξ) に対して, 対応

B × V → E : (b, s) 7→ s(b)が全射となるとき, V は豊富 (ample)であるという.

例 1.26 自明束 εn = (B × Fn, p1, B)の切断全体は Γ(εn) = C0(B,Fn) となるので, V := Fn ⊂ C0(B,Fn)

とおけばこれは豊富となる.

補題 1.27 コンパクト Hausdorff 空間上のベクトル束の切断全体は必ず豊富な有限次元部分空間を持つ.

証明 コンパクト Hausdorff 空間 B 上のベクトル束 ξ = (E, π,B) の自明化被覆 {Ui}Ni=1 を考える. 各

i = 1, . . . , N に対して, 自明束 E|Ui
の切断全体が持つ豊富な部分空間を Vi とおく. {ρi}Ni=1 を開被覆 {Ui}Ni=1

に従属する一の分割とすると,

θ : V1 ⊕ · · · ⊕ VN → Γ(ξ) : θ(v1, . . . , vN ) :=

N∑
i=1

ρivi

とおけば, V := Im θ は豊富となる. ■

系 1.28 コンパクト Hausdorff 空間上のベクトル束は自明束の直和因子となる.

証明 コンパクト Hausdorff 空間 B 上のベクトル束 ξ = (E, π,B)の豊富な m次元部分空間を V とすると,

全射 B × V → E の核 η はベクトル束となり, さらに直和分解 ξ ⊕ η = εm が成り立つ. ■

なお, 本稿では直接用いることはないが次の重要な定理を紹介しておく.

定理 1.29 (Serre-Swan) コンパクト Hausdorff 空間 B 上のベクトル束と準同型写像がなす圏を C とおき,

有限生成射影 C0(B)加群がなす圏を D とおく. 系 1.28より, 切断全体を対応させる函手

Γ : C → D

が定まる. このとき, 函手 Γは圏同値となる.

証明 まず, この函手が充満忠実であることを証明する. 準同型写像 f : Γ(ξ) → Γ(η) に対して, 準同型写像

φ : ξ → η を次のように定める. (b, v) ∈ ξ とする. b ∈ B まわりの自明化閉近傍を用いて v = (v1, . . . , vn)

と成分表示する. この閉近傍上で一定値 (v1, . . . , vn)をとる大域切断 sを補題 1.18により構成する. そこで,

φ(b, v) := f(s)(b)とおく. この対応が自明化閉近傍および切断 sの取り方に依存しないことを証明する. 別の

切断 s′ であって b ∈ B のある近傍上で s = s′ となるものをとる. この近傍内に台を持ち, かつ ρ(b) = 1 と

なるような連続関数 ρを考えると, f(s)(b) − f(s′)(b) = f(s − s′)(b) = f(ρ(s − s′))(b) = 0となる. よって

f(s)(b) = f(s′)(b)となる. これで, 充満忠実であることが証明された.

この函手が本質的全射であることを証明する. M を有限生成 C0(B) 射影加群とすると, 準同型写像

P : C0(B)n → C0(B)n であって, ImP =M となるものが存在する. 対応

Γ : HomC (εn, εn)
∼=→ HomD(C0(B)n, C0(B)n)

によって P と対応する準同型写像を P̄ とおくと, 命題 1.17より ξ := Im P̄ はベクトル束であって, Γ(ξ) =M

となる. これで, 本質的全射であることが証明された. ■

Serre-Swan の定理は代数的K 理論の動機付けを与える ([20]).
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2 Generalized Cohomology Theory

次に, 一般コホモロジー論の初歩的事項について述べる. なお, 本稿ではスペクトラムなどのホモトピー論に

関わる事項については (重要な内容だが)深入りはしない.

2.1 Unreduced cohomology theory

定義 2.1 (一般コホモロジー論) 函手 h∗ : (C W 2)op → Ab が次を満たすとき, h∗ を一般コホモロジー論

(generalized cohomology theory)という.

(0) 任意の (X,A) ∈ C W 2 に対して, h∗(X,A) = {hn(X,A)}n∈Z は Z-次数付き可換群であって, f∗ :=

h∗(f)は次数を保つ準同型写像である.

(1) (完全性) 自然変換 {δn : hn ◦ ρ→ hn+1}n∈Z が存在して, 任意の (X,A) ∈ C W 2 に対して,

· · · → hn(X,A) → hn(X) → hn(A)
δn→ hn+1(X,A) → · · ·

が完全系列となる.

(2) (ホモトピー不変性) 二つの連続写像 f0, f1 ∈ C W 2 がホモトピックならば, f∗0 = f∗1 が成り立つ.

(3) (切除性) 三系 (X;A,B) に対して, 包含写像 (A,A ∩ B) → (A ∪ B,B) が同型写像 h∗(A ∪ B,B)
∼=→

h∗(A,A ∩B)を誘導する. この同型を切除同型 (excision isomorphism)という.

Eilenberg-Steenrod の公理系とは, さらに次の性質を追加したものである.

(4) (次元公理) 任意の n ∈ Z, n 6= 0に対して hn(pt) = 0が成り立つ.

例 2.2 (特異コホモロジー論) 特異コホモロジー H∗(−;R)は Eilenberg-Steenrod の公理系を満たす ([31]).

次の定理は基本的である ([29]).

定理 2.3 (三つ組の完全系列) 三つ組 (X,A,B)に対して, 自然な完全系列

· · · → hn−1(A,B) → hn(X,A) → hn(X,B) → hn(A,B) → · · ·

が存在する.

定理 2.4 (三系の完全系列) 三系 (X;A,B)に対して, 自然な完全系列

· · · → hn−1(A,A ∩B) → hn(X,A ∪B) → hn(X,B) → hn(A,A ∩B) → · · ·

が存在する.

定理 2.5 (Mayer-Vietoris) 三系 (X;A,B)に対して, 自然な完全系列

· · · → hn−1(A ∩B) → hn(A ∪B) → hn(A)⊕ hn(B) → hn(A ∩B) → · · ·

が存在する.
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2.2 Reduced cohomology theory

定義 2.6 (簡約コホモロジー論) 函手 h̃∗ : (C W 0)
op → Ab が次を満たすとき, h̃∗ を簡約コホモロジー論

(reduced generalized cohomology theory)という.

(0) 任意の X ∈ C W 0 に対して, h̃∗(X) = {h̃n(X)}n∈Z は Z-次数付き可換群であって, f∗ := h̃∗(f)は次

数を保つ準同型写像である.

(1) (半完全性) 任意の基点付き CW 対 (X,A)に対して, A→ X → X/Aは完全系列

h̃∗(X/A) → h̃∗(X) → h̃∗(A)

を誘導する.

(2) (ホモトピー不変性) 二つの連続写像 f0, f1 ∈ C W 0 がホモトピックならば, f∗0 = f∗1 が成り立つ.

(3) (懸垂同型) 自然変換 {σn : h̃n → h̃n+1 ◦ S}n∈Z が存在して, 任意の X ∈ C W 0, n ∈ Zに対して, 同型

σn : h̃n(X)
∼=→ h̃n+1(S(X))が成り立つ. この同型を懸垂同型 (suspension isomorphism)という.

Eilenberg-Steenrod の公理系とは, さらに次の性質を追加したものである.

(4) (次元公理) 任意の n ∈ Zに対して, h̃n(pt) = 0が成り立つ.

例 2.7 (特異コホモロジー論) 特異コホモロジー H̃∗(−;R)は Eilenberg-Steenrod の公理系を満たす.

(X,A)を基点付き CW 対とする. 包含写像 A → X の縮約写像錐 CA ∪X に対して, 包含写像 (X,A) →
(CA ∪X,CA)は同相写像 (X/A,A/A) → ((CA ∪X)/CA,CA/CA)を誘導する. この同相写像の逆写像と

自然な射影 (CA∪X,CA) → ((CA∪X)/CA,CA/CA) との合成を q : CA∪X → X/Aとおく. 次の補題は

CW 対のコファイバー性から従う基本的な補題である ([30]).

補題 2.8 上において, q はホモトピー同値写像となる.

定理 2.9 (完全性) h̃∗ を簡約コホモロジー論とする. 基点付き CW 対 (X,A) に対して, k : CA ∪ X →
(CA ∪X)/X = S(A)を自然な射影とする. 各 n ∈ Zに対して,

δn : h̃n(A)
σn

→ h̃n+1(S(A))
k∗

→ h̃n+1(CA ∪X)
q∗−1

→ h̃n+1(X/A)

とおくと, 次は自然な完全系列である.

· · · → h̃n(X/A) → h̃n(X) → h̃n(A)
δn→ h̃n+1(X/A) → · · ·

証明 h̃n(X)に関する完全性は半完全性から従う. h̃n(X/A)に関する完全性は, 可換図式

X // CA ∪X k //

q

��

(CA ∪X)/X = S(A)

X // X/A
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から誘導される可換図式

h̃n(X) h̃n(CA ∪X)oo h̃n(S(A))
k∗

oo

h̃n(X) h̃n(X/A)oo

q∗∼=

OO

h̃n−1(A)

σn−1∼=

OO

δn−1
oo

における上列の完全性から従う.

h̃n(A)に関する完全性は, 同相写像 t : S(X) → S(X)を t(x, s) := (x, 1− s) (x ∈ X, s ∈ I/∂I = S1)と

おけば, ホモトピー可換図式

C0A ∪X // C0A ∪ C1X //

q

��

(C0A ∪ C1X)/(C0A ∪X) = S(X)

t

��
C0A ∪X k //

q

��

(C0A ∪X)/X = S(A) = (C0A ∪ C1X)/(C1X) // S(X)

X/A

から誘導される可換図式

h̃n(C0A ∪X) h̃n(C0A ∪ C1X)oo h̃n(S(X))oo

h̃n(C0A ∪X) h̃n(S(A))
k∗

oo

q∗

OO

h̃n(S(X))oo

t∗

OO

h̃n(X/A)

q∗

OO

h̃n−1(A)

σn−1

OO

δn−1
oo h̃n−1(X)

σn−1

OO

oo

における上列の完全性から従う. ■

一般コホモロジー論と簡約コホモロジー論の関係について述べる.

命題 2.10 一般コホモロジー論 h∗ : (C W 2)op → Abに対して, 自然な同型 h∗ ◦ i ◦ π = h∗ が成り立つ.

証明 (X,A)を CW 対とする. 連続写像 i ◦ π : (X,A) → (X/A,A/A)によってコホモロジーの同型が誘導

されることを証明すればよい. この写像 i ◦ π は

(X,A) → (CA ∪X,CA) q→ (X/A,A/A)

という連続写像の合成に分解できる. 函手 h∗ を施すと,

h∗(X/A,A/A)
q∗→ h∗(CA ∪X,CA) → h∗(X,A)

となる. q∗ は同型写像であり, 制限写像は切除同型である. よって, これが同型であることが証明された. ■

定理 2.11 一般コホモロジー論 h∗ に対して, h̃∗ := h∗ ◦ iは簡約コホモロジー論を定め, 簡約コホモロジー論

h̃∗ に対して, h∗ := h̃∗ ◦ π は一般コホモロジー論を定める. 以上の対応により, 両者は一対一に対応する.

証明 命題 2.10と π ◦ i = idより明らかである. ■

9



3 K-theory

いよいよ, 本稿のテーマである位相空間のK 理論について解説する.

3.1 Topological K-theory

命題 3.1 (Grothendieck 群) 可換半群*2Aに対して, 次の普遍性を満たすような可換群 K(A)が存在する.

このK(A)を Aの Grothendieck 群 (Grothendieck group, group completion)という :

• 半群準同型写像 α : A → K(A)が存在して, 任意の群 Gおよび半群準同型写像 f : A → Gに対して,

群準同型写像 g : K(A) → G が唯一つ存在して, f = g ◦ αを満たす.

特に, Aが半環であるとき, Aの積から誘導された積によって K(A)は環となる. 上の対応によって, 函手

K : Rig → Ringが定まった.

Grothendiek 群の構成方法は主に 2通りある. 普遍性より, どのように構成しても自然に同型となる.

証明 (構成 1) 可換半群 (A,⊕) の元で生成される自由可換群を F (A) とし, その部分群 E(A) を E(A) :=

{a+ b− a⊕ b | a, b ∈ A}とおく. K(A) := F (A)/E(A), αを A ⊂ F (A) → K(A)の合成とおけばよい. ■

証明 (構成 2) 可換半群 (A,⊕)の直積 A×A上の同値関係を

(a, b) ∼ (a′, b′) ⇔ ある c ∈ Aが存在して, a⊕ b′ ⊕ c = a′ ⊕ b⊕ c

とおく. K(A) := (A×A)/ ∼, α : A→ K(A)を α(a) := [(a, 0)]とおけばよい. ■

例 3.2 自然数 Nの Grothendieck 群は有理整数環 Zである.

定義 3.3 (KF 函手) 函手 VectF : (Top)op → RigとK : Rig → Ringの合成をKF とおく.

引き戻しのホモトピー不変性より, KF 函手もホモトピー不変である.

例 3.4 一点のみからなる空間 ptのKF 群を求める. ベクトル束の rank を対応させる写像 VectF(pt) → Nは
半群同型写像なので, 群同型写像KF(pt) = Zを誘導する.

特異コホモロジー論と同様にして簡約KF 群も定義される.

定義 3.5 (K̃F 函手) 基点付き位相空間 X に対して, 基点の埋め込み i : x0 → X が誘導する準同型写像の核

K̃F(X) := Ker(i∗ : KF(X) → Z)

を考える. この対応によって, 函手 K̃F : (Top0)
op → Abが定まった.

*2 可換群の公理から逆元の存在を外したものを満たす.
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注意 3.6 完全系列

0 → K̃F(X) → KF(X)
i∗→ Z → 0

は定値写像 c : X → x0 によって c ◦ i = idなので i∗ ◦ c∗ = id, すなわち分裂する :

KF(X) = K̃F(X)⊕ Z.

例 3.7 一点のみからなる空間 ptの簡約KF 群は自明である . すなわち, K̃F(pt) = 0となる.

例 3.8 位相空間 X に対して, K 函手の構成 2より KF(X)の元は全て η − ν (η, ν ∈ VectF(X))の形となる.

さらに X がコンパクト Hausdorff であるとき, 系 1.28 よりベクトル束 ν′ が存在して, ν ⊕ ν′ = εn となる.

故に, η − ν = η − n+ ν′ = (η ⊕ ν′)− n, つまり, KF(X)の元は全て ξ − n (ξ ∈ VectF(X))の形で表せる.

例 3.9 ベクトル束 ξ, η に対して, ある nが存在して同型 ξ ⊕ εn = η ⊕ εn が成り立つとき, そのベクトル束 ξ

と η は安定同値*3 (stably equivalent) であるという.

コンパクト Hausdorff 空間 X 上のベクトル束 ξ, η に対して, KF(X)において ξ = η が成り立つとすると,

K 函手の構成 2よりベクトル束 ν が存在して ξ ⊕ ν = η ⊕ ν が成り立つ. すると, ν ⊕ ν′ = εn となるベクト

ル束 ν′ が存在するので, ξ ⊕ εn = η ⊕ εn, つまり安定同値となる. 以上より, KF(X)はベクトル束の安定同値

類の集合とみなせる.

以上の考察を用いて次が証明される.

補題 3.10 基点付きコンパクト Hausdorff 空間対がなす圏上で K̃F は半完全性を持つ.

証明 (X,A)を基点付きコンパクト Hausdorff 空間対とする. 可換図式

A // X
p // X/A

A // A/A // X/A

から誘導される可換図式

K̃F(A) K̃F(X)oo K̃F(X/A)oo

K̃F(A) K̃F(A/A) = 0oo K̃F(X/A)oo

より, 上列の合成は 0である.

x ∈ K̃F(X)を x|A = 0となる元とすると, あるベクトル束 ξ を用いて x = ξ − nと表せる. xの仮定より

ξ|A = nなので,あるmについて (ξ⊕εm)|A = εn+mとなる. この自明化を αとおく. z := (ξ⊕εm)/α−n−m
とおくと, p∗(z) = (ξ +m)− n−m = xとなる. 以上より, 上列の完全性が証明された. ■

*3 Atiyah[4]の用語に従った. もっと一般に ξ ⊕ εn = η ⊕ εm となるときに, その二つを安定同値という文献もある ([32]).
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例 3.11 位相空間 X に対して, [X,GL(n,F)]は GL(n,F)から誘導される自然な群構造を持つ. F = C,Hと
すると, 定理 1.24の同型は半群同型であるので, K 函手の普遍性より群準同型写像

KF(S(X)) → lim−→
n

[X,GL(n,F)]

が誘導される. X がコンパクトならば, 次の群同型を得る :

K̃F(S(X)) ∼= [X, lim−→
n

GL(n,F)].

特に, この例において X = S0 とすると, K̃F(S
1) = 0を得る.

位相空間のK 理論におけるクロス積 (cross product) も定義される.

定義 3.12 (クロス積) 位相空間 X, Y に対して, クロス積 µ : KF(X)⊗KF(Y ) → KF(X × Y )を

µ(x⊗ y) := p∗1(x)p
∗
2(y)

によって定める.

3.2 Bott Periodicity

Bott による原論文 [11] によると, Bott 周期性定理は次を主張する.

定理 3.13 (Bott 周期性定理 1) 古典群の安定ホモトピー群に関して次が成り立つ.

k (mod 8) 0 1 2 3 4 5 6 7

πk(O) Z/2 Z/2 0 Z 0 0 0 Z
πk(U) 0 Z 0 Z 0 Z 0 Z
πk(Sp) 0 0 0 Z Z/2 Z/2 0 Z

表 1 Bott 周期性定理

Bott は無限次元 Morse 理論を用いてこの奇妙な定理を証明した. その詳細を知りたい読者は, 例えば

Milnor の教科書 [19]を参照のこと.

注意 3.14「代数的トポロジー 信州春の学校 第 2回 (2013年度)」の講演中, 玉木先生が Bott 周期性定理に

関する秀逸なエピソードを紹介していた*4. Sullivan が Bott 周期性を頻繁に口ずさんでいたら, 6歳と 4歳に

なる二人の娘がキラキラ星のメロディに乗せて Z/2,Z/2, 0,Z, 0, 0, 0,Zと歌うようになったらしい.

本稿では主にK := KC の解説を行う. この定理をK 群の言語に翻訳すると次の主張を得る.

定理 3.15 (Bott 周期性定理 2) コンパクト Hausdorff 空間 X に対して, クロス積

µ : K(X)⊗K(S2) → K(X × S2)

は同型である.

*4 http://pantodon.shinshu-u.ac.jp/topology/literature/Bott_periodicity.html でも紹介されている.
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後に Atiyah-Bott[9]によって定理 3.15の別証明が発見された. その証明の方針はクロス積の逆写像を構成

するというものであって, K 群の言語のみを用いて述べられる. 本稿ではこの証明を紹介する. 定理の証明の

ために多少の準備を要する. なお, Bott 周期性定理は現在までに様々な証明が知られている*5.

定義 3.16 (貼り合せ関数) ベクトル束 ξ = (E, π,X), および ξ × S1 = (E × S1, π× id, X × S1)の自己同型

写像 f ∈ Aut(ξ × S1)に対して, 全空間が E ×D2 ∪f E ×D2 となるようなX × S2 上のベクトル束 [ξ, f ]が

定まる. この f を [ξ, f ]の貼り合せ関数 (clutching function)という.

定理 1.24と同様にして,

Vect(X × S2) = {[ξ, f ] | ξ ∈ Vect(X), f ∈ Aut(ξ × S1)}

が成り立つ. また, [ξ, f ]の同型類は f のホモトピーに関して不変である.

例 3.17 ベクトル束 ξ = (E, π,X)に対して, p∗1ξ = [ξ, 1]が成り立つ.

例 3.18 貼り合せ関数 zn : E×S1 → E×S1を,対応 (v, z) 7→ (znv, z)によって定める. 例えば, P (C2) = S2

上の普遍直線束 γ1(C2)を H とおくと, H = [ε1, z−1]が容易に確かめられる.

定義 3.19 (Laurent 多項式) 準同型写像 ai ∈ End(ξ) (−N ≤ i ≤ N)を用いて

l =

N∑
i=−N

aiz
i : E × S1 → E × S1

と表されるような貼り合せ関数 lを Laurent 多項式 (Laurent polynomial)という.

以降, ベクトル束の底空間は常にコンパクトとする.

命題 3.20 (Fourier 展開) 任意の貼り合せ関数はある Laurent 多項式とホモトピックである.

証明 準同型写像 f ∈ End(ξ × S1)に対して, Fourier 係数 an, 部分和 Sn, Cesaro 平均 fn を, それぞれ

an :=
1

2πi

∫
S1

f(−, z)z−ndz, Sn :=

n∑
i=−n

aiz
i, fn :=

1

n+ 1

n∑
i=0

Si

と定める*6. ξ に Hermite 計量を一つ固定して, End(ξ×S1)上に作用素ノルムを導入すると, Aut(ξ×S1)は

開集合となる. f を同型写像とすると, Fejér の定理より十分大きい nに対して fn が自己同型写像となるよう

にできる. この fn と貼り合せ関数 f を線分で結べば欲しかったホモトピーを得る. ■

命題 3.21 次数が高々 n の多項式 q = q(z) に対して, ある一次式 Ln(q) が存在して, [ξ, q] ⊕ [nξ, 1] =

[(n+ 1)ξ, Ln(q)]が成り立つ.

*5 mathoverflow の質問 (http://mathoverflow.net/questions/8800/proofs-of-bott-periodicity) が参考になる.
*6 古典的な Fourier 級数論では, ξ = (C, π, pt)の場合を扱っていた.
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証明 この命題は n階常微分方程式の解法を参考にすると証明の方針が立てやすい.

多項式 q を q(z) = a0 + · · ·+ anz
n とおき, 1⊕ q : (n+ 1)E → (n+ 1)E を次のように基本変形する :

1
. . .

1
q(z)

 基本変形−−−−−→


1 −z

. . .
. . .

1 −z
an · · · · · · a0


この基本変形は GL(n + 1,C)内の道で結べる, ホモトピックな変形である. 右の行列が定める線型写像を

Ln(q)とおけばよい. ■

命題 3.22 多項式 q(z)に対して, deg q ≤ nとすると次が成り立つ.

(1) [(n+ 2)ξ, Ln+1(q)] = [(n+ 1)ξ, Ln(q)]⊕ [ξ, 1].

(2) [(n+ 2)ξ, Ln+1(zq)] = [(n+ 1)ξ, Ln(q)]⊕ [ξ, z].

証明 それぞれ次のような基本変形を考えればよい.

(1) 
1 −z

1 −z
. . .

. . .

1 −z
0 an · · · · · · a0

 基本変形−−−−−→


1 0

1 −z
. . .

. . .

1 −z
0 an · · · · · · a0


(2) 

1 −z
. . .

. . .

1 −z
1 −z

an · · · · · · · · · a0 0

 基本変形−−−−−→


1 −z

. . .
. . .

1 −z
0 z

an · · · · · · · · · a0 0


■

命題 3.23 一次式 a(x)z + b(x)について, 直和分解 [ξ, a(x)z + b(x)] = [ξ+, 1]⊕ [ξ−, z]が存在する.

この直和分解の要点は定数項 b(x)に関する固有値分解である. まずは次の補題を証明する.

補題 3.24 複素ベクトル束 ξ = (E, π,B)の自己準同型 f : E → E に対して, 単純閉曲線 C ⊂ Cが存在して,

f の各ファイバー上における固有値が C 上に無いとする. このとき, 次を満たすような直和分解E = E+⊕E−

が存在する.

(1) f は直和分解を保つ : f(E±) = E±.

(2) f |E+
の固有値は C の外側に, f |E− の固有値は C の内側に含まれる.

証明 複素数 z が C に属するとき, z · id−f は逆写像を持つ. そこで, 自己準同型 Q : E → E を

Q :=
1

2πi

∫
C

(z · id−f)−1dz
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と定めると, 留数定理より Qは C の内部に含まれるような固有値に関する固有空間への射影となる. よって,

命題 1.17より E+ := KerQ, E− := ImQはベクトル束となる. これが条件を満たすことは明らかである. ■

証明 (命題 3.23) まずは a(x) = 1のとき主張を示す. z + b(x)が同型であることから, 自己準同型 b(x)は

単位円周 S1 上に固有値を持たない. よって, 補題 3.24より

[ξ, z + b(x)] = [ξ+, z + b+(x)]⊕ [ξ−, z + b−(x)]

が成り立つ. 0 ≤ t ≤ 1, z ∈ S1に対して, b+(x)は−tzを固有値に持たない. つまり,ホモトピー tz+b+(x)は

0 ≤ t ≤ 1に対して自己同型写像である. よって, [ξ+, z + b+(x)] = [ξ+, b+(x)]となる. b+|ξ+ = 1より, 結局

[ξ+, z+ b+(x)] = [ξ+, 1]を得る. 同様にして, ホモトピー z+ tb−(x)を用いることで [ξ−, z+ b−(x)] = [ξ−, z]

を得る. 以上より, a(x) = 1のとき主張が証明された.

一般の a(x) に対しては次のようにして a(x) = 1 の場合に帰着される. z ∈ S1, 0 ≤ t < 1 に対して,

w(z, t) := (z + t)/(1 + tz)とおくと, w ∈ S1 となる. そこで, ホモトピー (a(x) + tb(x))z + ta(x) + b(x) =

(1 + tz)(a(x)w(z, t) + b(x) は 0 ≤ t < 1に対して自己同型写像となる. 一方, a(x) + b(x)は z = 1のときの

a(x)z + b(x)に等しいので自己同型である. よって, 0 ≤ t0 < 1を 1に十分近くとると f := a(x) + t0b(x)は

自己同型となる.
(a(x) + t0b(x))z + t0a(x) + b(x) = f(z + (f−1(t0a(x) + b(x))))

なので, g := z + (f−1(t0a(x) + b(x)))とおけば [ξ, a(x)z + b(x)] = [ξ, fg] = [ξ, g] より, a(x) = 1の場合に

帰着される. 以上より, 一般の a(x)に対しても主張が証明された. ■

これで, いよいよ Bott 周期性定理が証明できる.

証明 (定理 3.15) 貼り合せ構成 [ξ, f ]に対して,

[ξ, f ] = [ξ, l] (lは f とホモトピックな Laurent 多項式.)

= [ξ, q]⊗ p∗2H
n (q = znlは多項式.)

= {[{(n+ 1)ξ}+, Ln(q)]− [nξ, 1]} ⊗ p∗2H
n

= {[{(n+ 1)ξ}+, 1] + [((n+ 1)ξ)−, z]− p∗1(nξ)} ⊗ p∗2H
n

= p∗1{(n+ 1)ξ}+ ⊗ p∗2H
n + p∗1{(n+ 1)ξ}− ⊗ p∗2H

n−1 − p∗1(nξ)⊗ p∗2H
n

= µ({(n+ 1)ξ}+ ⊗Hn + {(n+ 1)ξ}− ⊗Hn−1 − nξ ⊗Hn)

= µ({(n+ 1)ξ}− ⊗ (Hn−1 −Hn) + ξ ⊗Hn) ({(n+ 1)ξ}+ ⊕ {(n+ 1)ξ}− = (n+ 1)ξを用いた.)

より, µ : K(X)⊗K(S2) → K(X × S2)は全射である. 特に, K(S2)は 1, H で生成されることがわかる.

クロス積 µの逆写像 ν : K(X × S2) → K(X)⊗K(S2)を次のようにして構成する. 貼り合せ構成 [ξ, f ]に

対して, f は十分大きな nによる Cesaro平均 fn とホモトピックである. qn := znfn は deg q ≤ 2nの多項式

である. 先ほどの計算と同様に,

[ξ, f ] = [ξ, fn]

= [ξ, qn]⊗ p∗2H
n

= µ({(2n+ 1)ξ}− ⊗ (Hn−1 −Hn) + ξ ⊗Hn)
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が成り立つ. そこで, νn([ξ, f ]) := {(2n+ 1)ξ}− ⊗ (Hn−1 −Hn) + ξ ⊗Hn とおくと,

νn+1([ξ, f ]) = {(2n+ 3)ξ}− ⊗ (Hn −Hn+1) + ξ ⊗Hn+1

= ({(2n+ 1)ξ}− + ξ)⊗ (Hn −Hn+1) + ξ ⊗Hn+1

= ({(2n+ 1)ξ}−)⊗ (Hn −Hn+1) + ξ ⊗Hn

= ({(2n+ 1)ξ}−)⊗ (Hn−1 −Hn) + ξ ⊗Hn (H2 ⊗ ε1 = H ⊕H を用いた.)

= νn([ξ, f ])

より, ν := νn は nに依存しない. この ν は明らかに半群準同型写像なので, K 群からの群準同型写像 ν を誘

導する. µ ◦ ν = idは定義より明らかである.

ν ◦ µ = idを確かめるには, K(S2)の元 Hn (n ≥ 0)に関してのみ証明すればよい.

ν ◦ µ(ξ ⊗Hn) = ν([ξ, z−n])

= 0⊗ (Hn−1 −Hn) + ξ ⊗Hn

= ξ ⊗Hn.

以上より, ν が µの逆写像であることが証明された. ■

コンパクト Hausdorff 空間対 (X,A)に対して, 定理 2.9の証明と同様にして完全系列

· · · → K̃(S(A)) → K̃(X/A) → K̃(X) → K̃(A)

を得る. 特に空間対として (X × Y,X ∨ Y )をとることで

· · · → K̃(S(X) ∨ S(Y ))) → K̃(X ∧ Y ) → K̃(X × Y ) → K̃(X ∨ Y )

となり, 空間対として (X ∨ Y,X)をとることで

· · · → K̃(S(X)) → K̃(Y ) → K̃(X ∨ Y ) → K̃(X)

を得る. 包含写像 i : X → X ∨ Y について, p1 ◦ i = idより短完全系列

0 → K̃(Y ) → K̃(X ∨ Y ) → K̃(X) → 0

は分裂する : K̃(X ∨ Y ) = K̃(X)⊕ K̃(Y ). よって, K̃(X × Y ) = K̃(X)⊕ K̃(Y )⊕ K̃(X ∧ Y )が成り立つ.

クロス積 µ : K(X)⊗K(Y ) → K(X × Y )の定義より, µ(K̃(X)⊗ K̃(Y )) ⊂ K̃(X × Y )となる.

定義 3.25 (簡約クロス積) クロス積 µ : K(X)⊗K(Y ) → K(X × Y )が誘導する

µ̃ : K̃(X)⊗ K̃(Y ) → K̃(X ∧ Y )

を簡約クロス積 (reduced cross product) という.

簡約クロス積の定義より直ちに次が従う.

補題 3.26 クロス積 µが同型であることの必要十分条件は簡約クロス積 µ̃が同型であることである.

故に, 簡約K 群を用いて Bott 周期性定理を述べ直すと次のようになる.
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定理 3.27 (Bott 周期性定理 3) コンパクト Hausdorff 空間上で自然な同型 K̃ ◦ S2 ∼= K̃ が成り立つ.

以上を踏まえて, K 理論が一般コホモロジー論となることを確かめる.

定義 3.28 (K コホモロジー) Z-次数付き可換群を対応させる函手 K̃∗ : (F0)
op → Ab を, n が偶数のとき

K̃n := K̃, nが奇数のとき K̃n := K̃ ◦ S と定義する. K̃∗ をK コホモロジー (K cohomology) という.

定理 3.29 K コホモロジーはF0 上の簡約コホモロジー論となる.

証明 半完全性, ホモトピー不変性は既に述べた. 懸垂同型は定理 3.27より従う. ■

また, K コホモロジー論は基点付きコンパクト Hausdorff 空間のなす圏上でも一般コホモロジー論となり,

さらにこの場合でも完全性が成り立つ. その証明は, 補題 2.8の代わりに補題 1.22を用いればよい.

注意 3.30 KC コホモロジーの周期は 2である一方, KR コホモロジー, KH コホモロジーの周期は 8となる

(Bott 周期性定理 1における表を参照のこと).

例 3.31 球面の簡約K 群は K̃(S2n) = Z, K̃(S2n+1) = 0となる.

3.3 History

K 理論の歴史を概観する. Atiyah の解説 [8]によると, K 理論が初めて登場したのは, 1957年の Bonnで

開かれた Arbeistagung という研究集会のようである. その動機づけには, Hirzebruch による Riemann-Roch

の定理の一般化が背景にあったようだ.

定理 (Hirzebruch-Riemann-Roch) 複素射影代数多様体 X とその上の正則ベクトル束 E に対して,

χ(X,E) = T (X,E)

が成り立つ. ここで, nを複素多様体 X の複素次元とすると, 左辺はベクトル束 E の切断全体がなす層を係数

としたコホモロジー群の Euler 数

χ(X,E) :=

n∑
q=0

(−1)q dimHq(X,E)

であり, 右辺はベクトル束 E の Chern 類を用いて定義される Todd 種数である.

この研究集会において, Grothendieck は Euler 数 χ(X,E)と Todd 種数 T (X,E)がベクトル束 E に関し

て加法性を持つことを指摘すると同時に, K 群の概念を導入した. つまり, 両者の不変量は可換群 K(X)上に

自然な拡張を持つ. Grothendieck はさらに Hirzebruch の定理を一般化した公式を証明し, 定理の見通しを良

くした. 下の主張において Y として一点をとれば, Hirzebruch-Riemann-Roch の定理が得られる ([13]).

定理 (Grothendieck-Riemann-Roch) 代数多様体間の正則固有射 f : X → Y と連接層F に対して,

ch(f!F ) td(Y ) = f∗(ch(F ) td(X))

が成り立つ. ここで, Chern 標数 chは連接層がなす K 群から有理整数を係数とする Chow 群への自然変換

として定義されている. また, 接束の Todd 種数を tdによって表す.

17



図 1 Grothendieck-Riemann-Roch の定理

一方で, 当時の代数的位相幾何学において, Hopf 不変量が 1となる次元の決定問題という, 多くの数学者が

関わった大きな問題があった. 本稿でも後ほど詳しく述べるが, この問題は可除代数の構造が入るユークリッ

ド空間の次元や, 平行化可能な球面の次元の特定にも関わる.

球面の平行化可能性問題に取り組んでいた James から Bott 周期性定理について聞いていた Atiyah は,

Bott 周期性を基礎にして Grothendieck の K 理論を位相幾何学的に定式化すれば, この問題への有効な手段

が得られると考えた ([7]). これが位相空間の K 理論の始まりである. 1959年には, 特性類や等質空間のコホ

モロジー群の計算, さらには Hirzebruch 符号数定理のような整数性定理の新たな発見にも期待できると考え,

Atiyah は Hirzebruch と共同で位相空間のK 理論の研究を始めた ([5, 6]).

K 理論の発展とは別に, 1960年には Adams [1]によって Hopf 不変量が 1となる次元の決定問題に完全な

解答が得られた. しかし, この Adams による証明は「特異コホモロジー論における二次コホモロジー作用素」

を用いた, 非常に難解な証明であったと云われている. この論文を読んだ Atiyah は,「K 理論におけるコホモ

ロジー作用素」を用いることで Adams の証明を大幅に簡略化できる*7と考え, 自身のアイデアを Adams に

伝えた. このやり取りが二人の共著論文 [2]となり, この作用素は Adams 作用素と呼ばれるようになる.

その後も, K 理論は分野の壁を越えて様々な影響を与えた. 位相空間のK 理論のみならず, 代数的K 理論,

C∗ 環のK 理論などといった一般化も発展した. また, Atiyah-Singer の指数定理はK 理論の枠組みで証明す

ることができる ([18]). 最近では, 弦理論やトポロジカル絶縁体などといった, 物理学の分野に対しても K 理

論が応用されているようである ([12, 28]). これら全ての詳細を語りつくすことは, 残念ながら筆者の力量では

到底及ばない.

*7 Atiyah [7]がこの証明を ‘post-card proof’ と表現している.
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4 Applications

最後に, K 理論の簡単な応用を述べる.

定理 4.1 (Brouwer の不動点定理) 単位円盤から自身への連続写像 f : Dn → Dn は必ず不動点を持つ.

証明 連続写像 f : Dn → Dn が不動点を持たないと仮定する. すなわち, 任意の x ∈ Dn に対して f(x) 6= x

である. f(x) から x へ向かう半直線と境界 Sn−1 との交点を g(x) とおくと, 二次方程式の解の公式より

g : Dn → Sn−1 は連続写像であり, さらに定義より g|Sn−1 = idを満たす.

id : Sn−1 → Dn g→ Sn−1

という連続写像の合成に簡約K∗ 函手を施すと,

id : K̃∗(Sn−1) → K̃∗(Dn) → K̃∗(Sn−1)

となるが, これは K̃∗(Sn−1) 6= 0および K̃∗(Dn) = 0に矛盾する. ■

定理 4.2 (球面上の概複素構造) Sn が概複素構造を持つための必要十分条件は n = 2もしくは n = 6である.

証明 十分条件であることは良く知られている. 必要条件であることを証明する.

概複素構造が存在したとき実多様体の次元は偶数である. S2m に概複素構造が入ったとすると Chern 類が

定義される. Chern 類と Pontrjagin 類の関係式

1− p1 + p2 −+ · · · ± pm = (1− c1 + c2 −+ · · · ± cm)(1 + c1 + c2 + · · ·+ cm)

において, pi = 0 (i = 1, . . . ,m), Euler 類 cm = 2より, mが偶数ならば矛盾する. さらに, Chern 標数

ch(E) =
m∑

k=0

sk(E)

k!

は環準同型写像 ch : K(S2m) → H∗(S2m;Z) を定めるので, cm = 2 より 2/(m − 1)! ∈ Z となる. よって,

m = 1, 2, 3, つまり n = 2, 4, 6を得る. 以上より, n = 2, 6となる. ■

定理 4.3 (Hopf invariant one problem) n ≥ 2とする. 以下の命題は全て同値である.

(1) n = 2, 4, 8.

(2) Rn は R 上有限次元ノルム多元体の構造を持つ.

(3) Rn は R 上有限次元多元体の構造を持つ.

(4) Sn−1 は通常の可微分構造に関して平行化可能である.

(5) Sn−1 はある可微分構造に関して平行化可能である.

(6) Sn−1 は H 空間の構造を持つ.

(7) Hopf 不変量が 1 となる連続写像 S2n−1 → Sn が存在する.
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注意 4.4 歴史的な注意をしておく.

• (2) ⇒ (1) : 1898年, Hurwitz [15]により純代数的に証明された.

• (7) ⇒ n = 2, 4r : 1950年, Whitehead [27]によりWhitehead 積を用いて証明された.

• (7) ⇒ n = 2m : 1952年, Adem [3]により Steenrod 代数の生成元を求めることで証明された*8.

• (7) ⇒ n 6= 16 : 1955年, Toda [25]により Toda bracket [26]を用いて証明された.

• (4) ⇒ (1) : 1958年, Bott-Milnor [10]と Kervaire [17]により Bott 周期性定理を用いて証明された.

• (7) ⇒ (1) : 1960年, Adams [1]により Adem の考察をさらに深めることで証明された.

定理の証明を述べる前に, 主張に含まれている用語などを確認しておく.

定義 4.5 (ノルム多元体) 実ベクトル空間 V 上にノルム ‖ · ‖ が与えられているとする. また, 実双線型写像

m : V × V → V が次を満たすとする.

(1) (単位元) ある 1 ∈ V が存在して, 任意の x ∈ V に対してm(1, x) = m(x, 1) = xが成り立つ.

(2) (ノルム) 任意の x, y ∈ V に対して, ‖m(x, y)‖ = ‖x‖‖y‖が成り立つ.

このとき, 組 (V, ‖ · ‖,m)を R上のノルム多元体 (normed algebra)という.

例 4.6 ノルム多元体の具体例を挙げる.

(1) V := Rは Euclid ノルムと実数体 Rの積に関してノルム多元体となる.

(2) V := R2 は Euclid ノルムと複素数体 Cの積に関してノルム多元体となる.

(3) V := R4 は Euclid ノルムと四元数体 Hの積に関してノルム多元体となる.

(4) V := R8 は Euclid ノルムと八元数環 Oの積に関してノルム多元体となる.

定義 4.7 (多元体) 実ベクトル空間 V および実双線型写像 m : V × V → V に対して, 積 mが零因子を持た

ないとき, 組 (V,m)を多元体, もしくは可除代数*9 (division algebra)という.

補題 4.8 ノルム多元体は多元体である.

証明 (V, ‖ · ‖,m)をノルム多元体とする. x, y ∈ V がm(x, y) = 0を満たすとき, ‖x‖‖y‖ = ‖m(x, y)‖ = 0,

故に ‖x‖ = 0もしくは ‖y‖ = 0, つまり x = 0もしくは y = 0を得る. よって, (V,m)は多元体である. ■

次に, 多様体の平行化可能性 (parallelizability)という性質について述べる.

定義 4.9 (平行化可能) 可微分多様体M の接束 τM が自明束となるとき, M は平行化可能であるという.

補題 4.10 以下の命題は全て同値である.

(1) Rn は多元体の構造を持つ.

(2) 実射影空間 RPn−1 は通常の可微分構造に関して平行化可能である.

(3) 球面 Sn−1 は通常の可微分構造に関して平行化可能である.

*8 この論文で既に二次コホモロジー作用素の概念が考えられている
*9 積に関して斜体となる, という強い仮定にするのが通常である ([32]).
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証明 (1)ならば (2)を示す. m : Rn × Rn → Rn を零因子を持たない双線型写像とし, e1, . . . , en ∈ Rn を標

準基底とする. 各 i = 1, . . . , nに対して, m(−, ei) : Rn → Rn は線型同型である. そこで, 線型同型 vi : Rn →
Rnを任意の x ∈ Rnに対して vi(m(x, e1)) = (m(x, ei))を満たすように定めると, v1 = idであり,かつ x 6= 0

ならば v1(x), . . . , vn(x)は線型独立である. 各 i = 1, . . . , nに対して, τRPn−1 = Hom(γ1(Rn), (γ1(Rn))⊥) の

切断 wi を, 各 L ∈ RPn−1 に対して vi|L : L → Rn, p2 : Rn = L⊕ L⊥ → L⊥ の合成とおく. w2, . . . , wn は

τRPn−1 の自明化となる. また, (2)ならば (3)は被覆写像 Sn−1 → RPn−1 を用いれば容易に示される.

(3)ならば (1)を示す. v1, . . . , vn−1 を τSn−1 の自明化とする. 各 x ∈ Rn に対して, n次正方行列 A(x)を,

x = 0ならばA(0) := 0, x 6= 0ならばA(x) := (x, v1(x/‖x‖), . . . , vn−1(x/‖x‖))とおくと, m(x, y) := A(x)y

は零因子を持たない双線型写像となる. ■

与えられた多様体が平行化可能であるかを決定するために, その多様体の特性類を活用するのは自然な発想

であろう. 実際, Stiefel-Whitney 類の応用として次を得る ([21]).

定理 4.11 (Stiefel) RPn−1 が平行化可能ならば n = 2m である.

次に, 代数的位相幾何学で重要な概念である H 空間について述べる. これは位相群の一般化にあたる.

定義 4.12 (H 空間) 基点付き位相空間 X と連続写像 µ : X ×X → X が次のホモトピー可換図式を満たす

とき, 組 (X,µ)を H 空間という. ここで, e ∈ X は X の基点, iR(x) := (e, x), iL(x) := (x, e)とする.

X

X

id

;;wwwwwwwww
iL

// X ×X

µ

OO

X

id

ccGGGGGGGGG

iR
oo

補題 4.13 球面 Sn−1 がある微分構造に関して平行化可能であれば H 空間の構造を持つ.

証明 Σ を平行化可能な (n − 1) 次元ホモトピー球面とする. 対角線集合 ∆ ⊂ Σ × Σ の法束 ν は接束 τΣ

と同型なので, 自明化が存在する. Σ × Σ → T (ν) を ν の Pontrjagin-Thom 構成とする. 自明化により

T (ν) → Sn−1 が誘導されるので, この合成を µ : Σ × Σ → Sn−1 とする. 適切な同相 Σ ∼= Sn−1 により,

µ′ : Sn−1 × Sn−1 → Sn−1 であって, µ′|∗×Sn−1 , µ′|Sn−1×∗ の写像度が 1 となるようにできる. よって,

(Sn−1, µ′)は H 空間となる. ■

注意 4.14 Adams [1]によると, この補題を最初に証明したのは A. Dold のようである. しかし, この事実に

対して Adams は文献を挙げていない.

最後に, 今回の主役である Hopf 不変量について述べる.

定義 4.15 (Hopf 不変量) n ≥ 2とする. 連続写像 f : S2n−1 → Sn に対して, Puppe 完全系列

· · · → H̃q−1(S2n−1;Z) → H̃q(Cf ;Z) → H̃q(Sn;Z) → H̃q(S2n−1;Z) → · · ·

より, 自然な同型 Hn(Cf ;Z) ∼= Hn(Sn;Z), H2n(Cf ;Z) ∼= H2n−1(S2n−1;Z) および Hq(Cf ;Z) = 0 (q 6=
0, n, 2n) を得る. 球面の標準的な向きに関する生成元をこの同型で写したものを x ∈ Hn(Cf ;Z), y ∈
H2n(Cf ;Z) とおく. 連続写像 f の Hopf 不変量 (Hopf invariant) h(f) ∈ Zを, x2 = h(f)y によって定める.
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注意 4.16 歴史的な注意をしておく. 1900年代前半には Brouwer によって連続写像 Sn → Sn のホモトピー

類が写像度 (mapping degree)によって分類されることが知られていた. また, 次元の関係より n < mならば

連続写像 Sn → Sm のホモトピー類は自明であり, 被覆ホモトピー性質より n ≥ 2のとき連続写像 Sn → S1

のホモトピー類も自明である. すると, 次は素朴な疑問として連続写像 S3 → S2 のホモトピー類がどのように

分類されるのか関心がわく.

Hopf 不変量はもともと 1931 年に Hopf [14] が n = 2 の場合に定義した. そのアイデアは, 滑らかな写像

(もしくは単体的写像) f : S3 → S2 の異なる二点の逆像による絡み数 (linking number)を f の Hopf 不変量

とするものであった. Hopf ファイブレーションに対して Hopf 不変量を計算すると 0でないので, 連続写像

S3 → S2 のホモトピー類が無限個存在するということになる. よって, ホモトピー群 π3(S
2) 6= 0が成り立つ.

これはホモロジー群 H3(S
2;Z) = 0という事実と対照的であって非常に興味深い. これら Hopf による研究を

皮切りに, 数学の一分野としてホモトピー群に関する研究が本格的に始まった.

その後も, Hopf 自身によって同様のアイデアで一般の連続写像 S2n−1 → Sn に対する Hopf 不変量も定義

された. なお, 本稿における写像錐を用いる定義は Steenrod [23]によるものである. その他にも, Serre [22]

による定義やWhitehead [27]による一般化などがある.

注意 4.17 写像錐 Cf のコホモロジー環は, Rを任意の可換環とすると,

H∗(Cf ;R) = R[x, y]/(x2 − h(f)y, xy, y2)

となる. ただし, deg x = n, deg y = 2nである.

例 4.18 上において nが奇数のとき, x2 = −x2 より連続写像 S2n−1 → Sn の Hopf 不変量は 0である.

例 4.19 Hopf 不変量が 1となる連続写像の具体例を挙げる. F = C,H,Oに対して射影化 F2 −{0} → P (F2)

を単位球面に制限させることで, 連続写像 S3 → S2, S7 → S4, S15 → S8 が得られる. これらの Hopf 不変量

は 1であり, 特に H∗(P (F2);Z) = Z[x]/(x3), deg x = dimR Fとなる.

補題 4.20 (Hopf 構成) Sn−1がH 空間の構造をもつならば, Hopf 不変量が 1となる連続写像 S2n−1 → Sn

が存在する.

証明 連続写像 f : Sn−1 × Sn−1 → Sn−1 が deg(f |∗×Sn−1) = α, deg(f |Sn−1×∗) = β を満たすとき, Hopf

不変量が αβ となるような連続写像 f̂ : S2n−1 → Sn を構成すればよい.

S2n−1 = ∂(Dn×Dn) = (Dn×Sn−1)∪(Sn−1×Dn)を用いて, f̂(Dn×Sn−1) ⊂ Dn
+, f̂(S

n−1×Dn) ⊂ Dn
−

となるような連続写像 f̂ : S2n−1 → Sn が構成される. 後は h(f̂) = αβ となることを示せばよい. ■

K コホモロジーを用いても同様に Hopf 不変量が定義される :

定義 4.21 (Hopf 不変量) n = 2m, m ≥ 1とする. 連続写像 f : S4m−1 → S2m に対して, Puppe 完全系列

· · · → K̃q−1(S4m−1) → K̃q(Cf ) → K̃q(S2m) → K̃q(S4m−1) → · · ·

より, 次の短完全列を得る.

0 → K̃−1(S4m−1) → K̃0(Cf ) → K̃0(S2m) → 0
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K̃(S2k) の生成元として (H − 1)k がとれる. (H − 1)2m ∈ K̃−1(S4m−1) をこの短完全列で写した元を

y ∈ K̃(Cf ), (H − 1)m ∈ K̃(S2m)に写るような元を x ∈ K̃(Cf )とおく. (H − 1)2 = 0が K̃(S2)において成

り立つので, x2 = 0となる. よって, 完全性から x2 は y の整数倍で表せる. そこで, 連続写像 f の Hopf 不変

量 (Hopf invariant) h′(f) ∈ Zを, x2 = h′(f)y によって定める. この h′(f) ∈ Zは xの取り方に依存しない.

環準同型写像である Chern 標数を用いることで次が従う ([16]).

命題 4.22 特異コホモロジーによる Hopf 不変量 hとK コホモロジーによる Hopf 不変量 h′ は一致する.

次の二つの命題は基本的である ([16]).

命題 4.23 Hopf 不変量はホモトピー不変である.

命題 4.24 Hopf 不変量 h : π2n−1(S
n) → Zは準同型写像となる.

よって, Hopf 不変量が 1 となる連続写像が存在すれば, 準同型写像 h : π2n−1(S
n) → Z が全射となり,

π2n−1(S
n)が Zを直和因子に持つことがわかる. つまり, Hopf 不変量は球面のホモトピー群を求めるための

重要な手掛かりとなる.

ところで, 特異コホモロジーにおけるコホモロジー作用素の重要な例として Steenrod 平方作用素 ([24, 31])

がある. これは胞体複体における胞体の接着写像を特定するのに有用である.

定理 4.25 (Steenrod 平方作用素) 各 i ≥ 0 に対して, 次数を i 上げる自然変換 Sqi : H∗(−;Z/2) →
H∗(−;Z/2)であって次を満たすものが存在する. これを Steenrod 平方作用素という.

(1) Sq0 = id.

(2) i > deg xならば Sqi(x) = 0.

(3) deg x = nならば Sqn(x) = x2.

(4) (Cartan の公式) Sqk(xy) =
∑k

i=0 Sq
i(x)Sqk−i(y).

Adem [3]による証明を紹介しよう.

定理 4.26 (Adem) H∗(X;Z/2) = Z/2[x]/(x3)となる位相空間 X に対して, deg x = 2m が成り立つ.

証明 Adem は Steenrod 平方作用素の全体がなす代数 a(2) の生成元として {Sq2m}m≥0 がとれることを

証明した. なお, この証明は Steenrod の教科書 [24] でも紹介されている. 以下ではこの事実を用いる.

0 6= x2 = Sqn(x) =
∑

(Sq2
m

の積)(x) より, ある m が存在して Sq2
m

(x) 6= 0 となる. Hq(X;Z/2) は
q 6= 0, n, 2nならば 0なので, 0 < 2m ≤ deg x = nより n = 2m を得る. ■

Adams [1]は Adem の考えを深く追究した :

定理 4.27 (Adams) H∗(X;Z/2) = Z/2[x]/(x3)となる位相空間 X に対して, deg x = 1, 2, 4, 8となる.

K コホモロジーにおけるコホモロジー作用素も重要である. その具体例として Adams 作用素 ([4])がある.
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定理 4.28 (Adams 作用素) 各 i ≥ 0に対して, 環の圏における自然変換 ψi : K → K であって次を満たす

ものが存在する. これを Adams 作用素という.

(1) 直線束 Lに対して, ψi(L) = Lk.

(2) 各 i, j に対して, ψi ◦ ψj = ψij .

(3) ψp(x) = xp (mod p).

さて, ここまで保留していた定理の証明を述べて, いよいよ本稿を締めくくろう.

証明 (Hopf invariant one problem) 以上の補題より, あとは (7)ならば (1)を証明すればよい.

f : S4m−1 → S2m を Hopf 不変量が 1となる連続写像とする. x, y ∈ K̃(Cf )を Hopf 不変量の定義にある

ような元とすると, x2 = y である. Adams 作用素の性質より, ψk(y) = k2my, ψk(x) = kmx+ µky (µk ∈ Z)
が成り立つ.

ψk ◦ ψl(x) = ψk(lmx+ µly) = kmlmx+ (k2mµl + lmµk)y

と ψk ◦ ψl = ψl ◦ ψk より,
(k2m − km)µl = (l2m − lm)µk

を得る. k = 2, l = 3とすると, ψ2(x) = x2 (mod 2)より, µ2 が奇数は奇数である. よって, 2m が 3m − 1を

割り切る必要があるが, そのような自然数mはm = 1, 2, 4のみである.

以上より, 連続写像 f : S2n−1 → Sn の Hopf 不変量が 1となるならば, n = 2, 4, 8である. ■
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